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. §1. Onder een scheve afgeleide van f(x,y) verstaan we

LT oF - of
iﬁT%7§7§u:* cos @ yfes 4 sinw =T (1. 1)
De hoek w» heet de richting van de afgeleide. De scheve afgeleide

in de richting > in een punt PO(Xogyo) kan worden verkregen als
de limiet wvan

PP o)
' o)
waarbij P op de lijn X = xo+t GoSwy, ¥ = yo+t.sincu ligte
Indien £ het re&le deel van een complexe analytische functie is,
dus
w(z) = f(x,y) + i eg(x,y) , z = x+iy, (1s2)
is .
2 £ . T aw }
%Tm)&w—ﬁe {e iz s (1.3)

Beschouw nu een contour C. In elk punt van C kan de scheve
afgeleide betrokken worden op de codrdinaten x,y van het gebruikte
assenstelsel, maar het is vaak voordeliger de tangent en de nor-
maal als hoofdrichtingen te kiezen. Duiden we de tangentiéle af-
geleide aan met ~u§§w en de normaal afgeleide (rechts van de krom-

dan is

N B
me) met %

) o f 1 _ of , o £
{aTn,s J, T o8y tfosnea (1e4)

Geldt weer (1.2) en is v de richting van de normaal, dan is

fiterh, <re {0790 81 .5

§2. Een karakteristiek probleem met een scheve afgeleide is
het volgende 5 o
o f o T 0
ot 3O
0x dy

in geded S, (241)

{%Tgtg)}: h(z) op rand C. (2.2)
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We vermelden als bijzondere gevallen

[

a» W= -5 Probleem van Dirichlet.
b. w= 0 Probleem van Neumann.
Co W= ~%§~ op deel C, van C, w = 0 op deel 02 = C-C,.

Gemengd probleem.

§3. Problemen met scheve randvoorwaarden(:,2)komen voor in
de hydrodynamica bij de getijdentheorie en in de electriciteits~
theorie bij de verschijnselen optredend bij een gekruist elec~-
trisch en magnetisch veld (Hall-effect).

Beschouw b.ve een vlak metalen plaatje waarin een electrisch
veld met potentiaal V heerst en waarop loodrecht een magnetisch
veld aangebracht is. Is ¥ de eenheidsvector loodrecht op het
plaatje dan is de stroomdichtheid J a.v. te schrijven

?:-—avv-p\/’x? (3.1)
De constanten o en 5 hangen af van het medium en van het
magnetische veld. De continuiteitsvergelijking is WY T =0

) — —
en de randvoorwaarde is n * J = 0.
Indien V& = VP x K ig V harmonisch en voldoet aan de

rand aan een scheve randvoorwaarde n.l.

o v
STl = 0 (3.2)
waarbij w=arg (& +/31i).

Het stationaire gedrag van een vlakke roterende zee kan be-
schreven worden door het stelsel

du

Ay ---_Qu2 +eh 3o o= W, (3.3)
LY. _ w

Au2+£hﬁ-+gh - _.%

Pl u, . D Uy 6
3 X 3y ’
waarbij X,y cartesiaanse cobrdinatens U, u2 componenten
van de totale stroom; u verheffing van het wateroppervlak boven

geniddeld niveaug W1)W2 componenten van de windkrachten; A\
wrijvingsco&fficiént; (2 rotatieco&fficiént (Coriolis-kracht);
g versnelling van de zwaartekracht; h de diepte.

Eliminatie van u, en u, uit (3.3) geeft

A u = F(W11W2)9 (3'4)

waarbij het rechterlid een bekende functie is, n.l. een lineaire
combinatie van de divergentie en de rotatie van de windvector
(W1,W2). Voorlopig zij F(W1,W2) = 0 godat w harmonisch is en
beschouwd kan worden als het reé&le deel van een analytische



functie w(z).
Nu de randvoorwaarden. Aan de kust volgt de stroom de kust-
lijn. Is weer ¥ de richting van de normaal, dan is dus

v,y cos B4 W, siny = 0.
Dit leidt voor u tot
re,= ° (3.3)
met & =arg ( A+ i), of
(r+w)i  dw) _
Re {e “&'Z—%-— o) (3.6)

Aan de grens tussen een (ondiepe) zee en een (oneindig diepe)

oceaan is u = 0 hetgeen impliceert dat

$5--0, G

Re {e(*’”“’é‘t’i K=o, (3.8)

Om nu de vergelijking (3.4) met rechterlid op te lossen ma-
ken we op de bekende wijze gebruik van de tussenstap om een
Greense functie te vinden welke aan de homogene vergelijking
voldoet, maar die een logarithmische singulariteit bezit.

$4+ a. Bepaal een Greense functie G(x,y,&,7) in het boven-
halfvlak y > 0 met
AG =0, (4.1)
waarbij G(x,;#:&,n) <« 1n V/(xn 2)2 + (y- 7)2 “in QQW), (4.2)
en met de randvoorwaarde

{DG].?—O y = 0. (4.3)
2 (XY Ve

Besehouw G als het reéle deel van een analytische functie
w(z)e De functie 1n (z-¢ ) voldoet bijna. Spiegeling geeft
de functie 1n(z- E)e Ten geschikte lineaire combinatie van de-
ze twee blijkt te voldoen:

w = 1n (z- &) ~gmew 1 in(z-&) + constante (4.4)
In reéle notatie'
¢ = 1n '\/(X-—éi,)Z + (y- 37)57 ~ cos 2w 1n (x«—é‘,)2+ (y+)7)2

. +
+ sin 2w arctg m%;%% + Co. (4.5)
b. Bepaal een Greense funetie G(x,y,&,y7) in de strook \x| < a

met (4.1),(4.2) en

LA s g =
{ B(X,ijkw’ 0 Dbijx =+ a. (446)



4.

Herhaalde toepassing van het svpiegelingsprincipe leidt tot

w = In sin w%%%ﬁﬁﬁ‘ - e—2°)i In cos ui%ﬁ§u7r + C. (4.7)

c. Het analoge probleem bij een cirkel b.v.

5 %Zr?¢5}u> =0 r o= X2+y = 1 (4.8)

levert een kleine moilijkheid op omdat volgens Gauss

2 G
9g“~-b*‘-ﬁ‘--=' ds = 27 (4"9)

Voor W # igw is het rechterlid van (4.9) wegens (4.8) ge~
lijk aan O hetgeen betekent, dat er geen Greense functie met
de eigenschap (4.2) bestaat. Het lukt wel wanneer we twee lo-
garithmische singulariteiten met tegengestelde intensiteit
toelaten. Aldus voldoe?

W o= ln(z~£1)~ln(z~ ¢2)+e"2L°i fln(1~1/ E%) -

~In(1-1/ 22)}“1., (4.10)

§5. Beschouw nu een enkelvoudig samenhangend gebied R waar-
van de grens C uit twee stukken 01 en 02 bestaat waarbij ver-
schillende randvoorwaarden behoren.

)
C,] -5.(,;@;?*5‘)‘-}% 0 (5.1)

I

% eyt = 0
Beschikkend over het machtige hulpmiddel van de conforme
afbeelding kunnen we dit probleem terugbrengen tot een soort-
gelijke opgave voor een halfvlak b.v.

: ow _ _
% Re i = 0 y = 0 x>0 529
: i dQw _ ’
Re e i = O y=20 x ¢ 0.
Hieraan voldoet o o
. W = T
g:nz-% = Z F%E"’_‘?’E\” - ‘é‘:_%‘“f‘ } LP (Z)g (503)
waarbij ¢ (z) een gehele functie is. Het hangt nu af van
het gedrag op oneindig voor G wat voor 2 (z) gekozen moet

worden. Is G logarithmisch oneindig voor \z|—=c dan is ¥>(z)
juist een constante.

De functie jw TR x . (5.)
G =-Re S { “"*;“‘:*ZW - *-mzw:""f” } Se s
Z

voldoet aan alle eisen en goArosgt zich in (&,7m) als
In V' (x- é)f:(yn " ).
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§6° Een uitbreiding van het in é 5 bestudeerde probleem
leidt tot het volgende. Men vraagt een functie w(z) te bepa-
len welke analytisch in het bovenhalfvlak y > O is, aldaar in

¢, een pool met residi 1 heeft en zich op de rand 3 = 0 a.ve
gedraagt

1w .
X541 4Lx < xj Re {e kaz 0 j = 0,1,esen, (6e1)
Xn = = CO 9 XO = + 0 )
wj+1 7 wj.
Hieraan voldoet
-1 -1,7
P l(e) P (q)
weBz) S L LAY o (), (6.2)
waarbij WO s g
i, 2 =l
B(z) = ¢ (z-x, s (6.3)
1

en (@ (z) dezelfde betekenis heeft als in & 5.

L —w
Van belang is de index k = e L S

T

In het algemeen zijn er [k] +71 lineair onafhankelijke oplos-

gingen omdat voor %>(z) de machten 1,z,v,.z[k] gekozen kun~
nen worden.

InP(z) kunnen we schrijven als een Stieltjes inte-

graal; o o = O kiegzend is
InP(z) = =k | In(z=x) @ w(x), (6.4)
waarbij w (x) = cuj Xj+1 a4 Xj .
Indien w (x) continu verandert, dus voor y = O
Re X eitu(x) WE = 0, (6.5)

en indien w(e)= 0 dan is eveneens de oplossing gegeven door
(662) en de Stieltjes integraal (6.4).

Deze problemen staan in nauw verband met het probleem van
Riemann~Hilbert dat in het boek "Singular integral equations®
van luskhelishvili behandeld wordt:

Bepaal een functie ‘? (z) analytisch in een gebied R en
continu in R+C (gebied +rand) zodanig dat op de rand

Re(a+bi) D = ¢ (6.6)
waarbij ay b, c gegeven reé&le functies zijn.

Hilbert heeft dit probleem oorspronkelijk herleid tot een
singuliere integraal vergelijking.

In het boek van Muskhelisvili wordt dit probleem opgelost
voor cirkel en halfvlak waarbij voortdurend gebruik gemaakt
wordt van Cauchy integralen van het type
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waarbi j G(t):lgg%%. Het verband tussen deze integraal en die van

(6.4)is onmiddell jk duideli jk.

1 j log G(t) at
5 t-2

§7. Indien de gezochte functie niet meer aan de potentiaalverge-

1i jking voldoet vervalt het analytische apparaat practisch en moe-

ten andere wegen ingeslagen worden. Indien echter de gegeven diffe -

rentiasalvergeli jking veel op de potentiaalvergelijking 1lijkt, b.v.
2%, Pr
st 5 =
DX Dy

2¢ (7.1)

kan men nog wel wat bereiken. Van de indirecte methoden vermelden
wij 1. herleiding tot een (singuliere) integraalvergelijking.

2, iteratiemethoden.

Wij zullen ons hier echter beperken tot directe methodenwaarhij
een expliciete oplossing mogelijk is.

Beschouw b.v. het probléem om een Greense functie G(x,y,ﬁ,,Y)
te vinden welke in het bovenhalfviak y > O aan

2 2

2°G , 2 G _
= 2 = G (7.2)
ox° Ny

voldoet, bij (&, v) een singulariteit als(4.2) bezit en waarbij de
scheve afgelelide in de richting w op de rand y=0 nul is:

» >
cos w 5%-+ sinuasg =0 y=0 (7.3)

Een functie welke aan(7.2,) voldoet en welke de voorgeschreven

singulariteit in (537) heeft is | y=m]| Ch 1(x-£)Sh
/ .. y._vI u + X~ u
e

nj~

K (V (-85 (y-m? ) =

o}

du.(7.4)
— CO
Om nu aan(7m3)te voldoen passen wij het splegelingsprincipe toe
en ste%%en wilj

G =% J exp {"\qulChu+i(x~£‘Shu§ du+

- QO

. (7.5)
5 [ ptay exo [ (yq) Onurt (x-8)shu} au.

- 0

Uit( 7.3)volot

(f(u) _ icos wShu + sinwChu - - Shgu—coi!‘(7°6)

icosw Shu - sinw Chu Sh(u +uwi)
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8. Indien het beschouwde gebied een Sector is kunnen we met
behulp van de Laplacetransformatie de vergelijking (7.2) weer
tot een potentiaalvergelijking herleiden en kan dus een expli-
ciete oplossing verkregen worden.

In poolcodrdinaten is n.le.

102 26 >%g:
+ 57 @FF)c o st =o (8.1)
T
Stel nu co LP
['(s,¢) = Shs J' e FChS qar,
° (8.2)
C &
G(I‘, (P) = '2"‘%;“?" f er hs F(S, HD) dS,
dan gaat (8.1) over in
22T 22 [
+ =0 8633
Een scheve randvoorwaarde van_?et type
3G . G
CosS w ~F5- 4+ T sinw s =0 p= (8+4)
gaat hierbij over in
o 7 ) D ‘
cosw  —xre- - sinw x (cth s[") = 0O {8+5)
‘f (.p:d.

Dit probleem kan nu met de theorie van § 6 opgelost worden,
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